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z=o 






























Jt (8) は接線ベクトル i(8) に作用してスカラ~ Jt(8)・i(8)を返す作用素で、結果は ii(8)の向き
への通過量/秒」を表わす。
















ル)= fcJ州 t(8')伸一R(8'))d8' 、 、 ? ? ? ???? ?? 、
ここで R(8')は経路C上のパラメータ 8'にあたる位置ベクトル、 03は3次元のデルタ関数。この
流束Jt(r)をパラメータ sでの任意向きの面素先んに作用させると
1 ]t(r)・合dA=1 J(8') 1  03(r-R(〆))(ゲ(8')・合)dA 1 d8' (2) 





































し、棒内での運動量流を G(α)= p(α)u(α)u(α) tとすると、質量をもたない結節点での運動量保存
は11


































G = (-kムC)uut (6) 

















p=l 一ρ仰州戸刈1何阿|阿5引1，ヲ (仰0三x<xω 
































14G = PUUtとおくと、斜辺の方向によって、 G(a)= ，;2uut (右上り:が=(方，方))および G(臼)= -，;2'U'Ut (右
下りが=(一方，方))となる。
15たとえば点Aについては、図からが.G = -7iを読み取り、墜に向かう単位ベクトル(一i)に作用させて 7を得
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図 12:(a)角度と接線ベクトルの定義。 Rは円筒の半径。 (b)角度。と 8+ d8の間の輪ゴム素片。
いわゆる張力を Tとする(i.e.P = -T).下端は -TuOで引かれ、上端は TUO+dOで号|かれる。
この素片から流出する総運動量/秒はなにか別の源からの注入運動量/秒、 dH，によって補償され
ている。
GO・(-UO)+ Gθ+dO・UO+dθ=Tuo -TUO+dO = dH. 





























い。実際、通過時刻を toとして、その前後にわたっての G(s)・u(s)の時間積分はJG(s) . u(s)dt = miJ(to)を与える。










ーモデル:図 13のように質点と Hookeパネが交互につながった 1次元系を考える。両端は自由
端で、基準状態は静止したパネも自然長の状態とする。 n番目の質点の変位はこの基準状態から
の変位Un(t)で表わす19。質点の対“(nぅη+1)"をつなぐバネの伸びは
:1 :2 n-2 n-1 n 


























Gcond(ーx)ln=Oニ Gcondxln=L= oう (21) 
19Un = Xn - nCo・ここでんは自然長。
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したがって、生| 一色 =0となる。これらの条件を満たす解は上に導入した階段関数をηIn=O -θηIn=L -
使って次のように書ける。
u(n， t) =ゆO(t-n) + [ゆO(t+η-2L) +ゆo(t-n -2L)] + [ゆo(t+ n -4L) +ゆo(t -n -4L)] + . . 
(22) 
ここでゆ0(8)は上で定義した l段の階段関数である。伸長パルスが後向きに通過する毎に一段ず
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と書く。静水圧は面要素に作用して、働く力(運動量の注入/秒)を与える。これは p: iidS←→ 
dFp =p仇dSと書いてよいだろう。重力の効果はベクトル性の線形作用素とみてよく、体積要素に


















[current of A] [A] [A] [velocity] 
[flux of A] = l~~-~~~-:_~- -J = rL'___~~-/_____l = l'-~_~~l~~=~~~JJ = [density of A] [velocity]. (25) 






[momentum current] = 1momentum] m 叫 =[for白]= [passing rate 0ぱfmomen凶turr叫I
[ド何time]l 
[flux of momentum] 
_ [momentum current] _ [H問問ltum]_[おrce]
_ [町ea] [time] [訂eaf_ [area] 
[momentum] [velocity] _ r 











20次の事に注意:[current of A]チ[A][velocity]. 































g = -tuut = -Ef.uut (Young's type elongation). (31) 
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M:Xト→ X =MX. 
となり、微少さは M~ 1と書かれる。そこで変位場を
u(X)三 X'-X = (M -1). X (34) 
で表すと、 Mは




Youngの伸長変形 単純な一軸伸長，XF=JE+εXxxあるいは M= l+Exがとは違って、 Young
の伸長条件は横方向の伸縮を伴う。 Poission比νをつかってz軸に沿う Youngの変形JEf=LF)JE
は次のように書かれる:
L~x) : g r-t g' = g +ε(Xx -vYy -vZz) (36) 
あるし、は、





1ムX'I12 = [ムX+ (M -1)ムX]t.[ムX+ (M -1)ムX]
= 1ムX1I2+2ムxt. (M -l)(sym) .ムX+ O(IIM -12)， (38) 
となって、微少変形の範囲では反対称部分があらわれない。変位 uをつかうと (M-l)(sym)は
(M -1)附 =j(vu+(日 )t}= w(sym) (39) 
と書ける。
対角化された3軸変形の運動量流束 まずは変形の主軸が x，y，z軸に合致する場合の変形、
M(sym) = 1 + 8x鈴 t+6uod+6zut (40) 

































(: ) 1(1-uuu)(ワ(1 +ν)(1 -2ν)l l/ 1-ννι νν1 -l/ J ¥ Oz 
(?i (1+)52)(S「




9cond = -E( Ex :i;:i;t十 Eyyf/ + Ez zt). (44) 
直前の結果を代入すると、
El/ 
d =一一一(ゐげ+ゐげ+dzZZt)-11 ， _::: (¥_¥ (OX+Oy+OZ)(げ+げ十三五t)1+ν( +ν) (1 -2l/) ¥ vx νz 
=--Lw(sym)-bIT(W(加 ))1 (45) 
1+ν(1 +ν)(1 -2ν) 





これによって勇断弾性率 μおよび体積弾性率 K の別の表現がえられた。
単純男断変形への応用 角度γ(Iγ1< 1)で特徴づけられる単純努断
? ?






??? ? ? ?
? ?? ???? (47) 
に上の結果を適用するには、対称部分の抽出と変形主軸の同定をせねばならない。 図 19を参照。
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? ???? (48) 
と対称変形のテンソルVγの積(微少変形の範囲で順不同)に書ける:





1/2 : 1 i 
図 19:単純勢断， δux/勾 =γの構成
ここで後者のテンソルの主軸を与えるベクトルは
が=古川)， 。*_方問。)， A 当医 A z = z (50) 
である。 (40)ー(43)の結果をVγ=Lit)Lg)Lピ)と置いて適用すると、




9 = -E一一工一行*t+ E一二y 仰 *t
2(1 +ν)~ ~ '-2(1+ν) 
=μγ(-£*£*t+fft) 
















g.x= -μ"YY (54) 
の力で下方に引かれる。今度は運動量の x-成分にのみ注目すると、それは
企t.g=_μ"y yt (55) 
によって下方に流れ、上の水平板から注入した運動量が下の水平板に伝導することを示す。さらに
(_yt) . 9 =μγxt (56) 
はまた別の見方を示唆する。
粘性流体の勢断流 弾性体から粘性流体への形式的移行は (46)において U f-tり九lと置き換え、














































































=ρf -¥1. Q， 
ρf -¥1 . Qcond， (61) 
と書ける。ここで、 Lagrange微分 DjDtは
DQ _ 1!__ Q(i+♂(i， t)f_ヲt+ε)-Q(i， t)θQ 
=一十 (iJ.¥1)Q 
Dt -E→o f_ θt (62) 
で与えられ、また全運動量流束9= Qconv十 Qcondのうち、対流性の運動量流束は Qconv=ρ66t， 
伝導性のそれは Qcond= -σ である。これらは標準的な事柄であるが、積分表示の保存則からの
導出をまとめておく。
任意の 1成分の保存量密度Qについて、固定された体積%をめぐるバランスの式は
r r.f _ ，¥.1T T r 8Q (夕刊
τ1 Q(印 )dV = I一τιdV
μL J陥 J¥も UL
= I sQ(幻 )dV+ / Jb(印)• (ー伐)dS (63) 
J同 JθVo • 
と書ける。ここで SQはsourceterm。たとえば質量密度Q=ρについては、 sourcetermはなく、
/生竺_0dV = -r oiJt. ndS 
j¥も at jδ陥'
= -1 ¥1.(ρグ)dV. (64) 
J同
他方公成分の運動量密度Q=が・(ρiJ)を選べばsourcetermが遠達力/質量fを介してあり得てう
/ δ(£tyめLdV = r (xt. (ρ乃)dV+ r (x t . Q) . (ー伐)dS，
J同 or， JVO Jθ同





4l(ρδ)dV = I (p乃dV-r . C} . ndS 
αt J同 Jlも JθV(t)
(66) 
を得る。さらに、積分領域V(t)を物質[質量]移動に追尾させると、
4j(戸)dV= I (ρ乃dV-I C}cond . ndS 



















29詳細:ft(同)+マ ((piJ)iJt) = P寄+司祭+マ (ρiJt)] = p寄，また最 JV(t/ρδ)dV 二
JV(t) [ft(ρiJ) +マ((ρiJ)iJt)] dV = JV(t)戸評 +ρiJ(マ♂)]dV= JV(t)ρ寄dV= JV(t) (ρ乃dV- JV(の('¥7







たとえば、輪ゴムの半径を R= 2.0[cm]，断面積を D = l[mm2]，質量(体積)密度を ρ3= 
l.2[gjcm3]とすると、 IPI= 0.4802 [Pa] = [Njm2]となる。毎秒10回転(0 = 10 x 2πjsec)だと







図 23:半径領域R1:; r :; R2を占める「タイヤ」
ればならなしJ10
. rR2 





(69) Yconv . e(}= P302r2e ρ ~cr-e(} 
で与えられ、同じ点での伝導性の運動量流束と Urは(等方弾性体の構成方程式の円筒座標での書
き換え)




I __3 ， /<) c，_ ¥ / n2 ， n2L ， 3 -2v Ri R~ I 
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9=σ(r )erer + t(r)eθ匂+R(r )ezez， (75) 
内圧のあるときは σ(r)> 0および t(γ)< 0である。管の端は自由としてR(r)= 0とおく。物質内
での全運動量の保存則 0=¥7.9は38
tdr = d[γσl (76) 
を与える。これを境界条件




2ey I t(r)dr = I _ d[rσ(γ) ) 
J R1 Jr=R1 
= 2ey[R2σ(R2) -R1σ(RI)] 















吋 Q=[ι£+6d会+6d]・[σ(r)erer+昨)eeee+ e(悦 ez].そこで0=ι[告+ヂJ=引ザ-t] 
F とで些工=白と与丘 ιを使った。θe -~17 ~ dlJ - ~r 










0= pgーマ.9 (80) 
から42
9cond = -ρgx[2xt + xダ1+ pol. (81) 
を得る。流体が鉛直方向の長さあたりに壁 (x=土L)を下ヘ引く力も粘性率や速度場に無関係に
決まる:
9. x = 9cond・x=ρgL(-2) wall at x = Lう








9cond = -ρgx[2xt +幻 t]+ pol (84) 
となり、変位場はこれから求まる440
42£ (B[必t+げ ]+P01)=23き，したがって B=-ρgx
4:1マ・v=oを満たす流れをv= vz(x)z (-L三z三L)とし、構成的関係もつかうと、 (84)は
い=寸[x:x . vz(x川 tr叩 sposed)]+川=一州x)[zxt+ xzt]り 01
となる。これを上の結果と比べて η叫(x) pgxを得る。いわゆる粘着境界条件山(士L)= 0のもとで解いて
vz(x) = -ρg/(2η)(L2 _ x2)がもとめる速度場である。




























1.. e;. 9・er・dS= 2πηrφ(r) 
J raomS=r 
45ニュートン粘性流体の構成方程式 9condρU♂-η(Vff+ vt司+plにず二三tvz(r)を代入し、得られる式
9cond ニーηv~[êzê;+ι乙i十 polと上の結果を比べて ηι=jρ'grを得る。境界条件 vz(r= R) = 0も考慮して
































制 =P乱m 十lZtop州 gdz'，
また右図の場合
Patm =州十l:otomp的gdz'
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x 
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